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PREFACIO

Bienvenido a Matematicas del Aprendizaje Automatico: Introduccion a la analitica de datos e
inteligencia artificial. Este es un texto introductorio en matematicas para el Aprendizaje Automatico.
Asegurese de obtener el curso complementario por medio del sitio web: www.onlinemathtraining.com.

El curso en linea puede ser muy Util junto con este libro.

Los requisitos previos para este libro y el curso en linea son algebra lineal, calculo multivariable y
probabilidad. Puedes encontrar mi curso en linea sobre Algebra Lineal en el mismo sitio web.

No haremos ninguna programacion en este libro.

Este libro le ayudara a comenzar con el Aprendizaje Automatico de una manera suave y natural,
preparandolo para temas méas avanzados y disipando la creencia de que la analitica de datos e

inteligencia artificial es complicado, dificil e intimidante.

Quiero que tengas éxito y prosperes en tu carrera, tu vida y tus futuros esfuerzos. Estoy aqui para ti.

Visitame en: www.onlinemathtraining.com.
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1 - INTRODUCCION

Bienvenido a Matematicas del Aprendizaje Automatico: Introduccion a la analitica de datos e
inteligencia artificial Mi nombre es Richard Han. Este es un texto introductorio en matematicas para el

Aprendizaje Automatico.

Estudiante ideal:

Si usted es un profesional que necesita un resumen sobre el Aprendizaje Automético o un
principiante que necesita aprender Aprendizaje Automatico por primera vez, este libro es para usted. Si
su situacion no le permite regresar a una escuela tradicional, este libro le permite estudiar segin su
propio horario y alcanzar sus metas profesionales sin quedarse atras.

Si planea tomar el Aprendizaje Automatico en la universidad, esta es una excelente manera de
avanzar.

Si estas luchando con el Aprendizaje Automatico o has luchado con él en el pasado, ahora es el

momento de dominarlo.

Beneficios de estudiar este libro:

Después de leer este libro, habra actualizado su conocimiento de la analitica de datos e inteligencia
artificial para que pueda ganar un mejor salario.

Tendra un requisito previo obligatorio para campos profesionales lucrativos, como la ciencia de datos
y la inteligencia artificial.

Estard en una mejor posicion para obtener una maestria o un doctorado en Aprendizaje Automatico y

ciencia de la informacién.

¢Por qué el Aprendizaje Automatico es importante?:

e Los usos famosos del Aprendizaje Automatico incluyen:

o0 Analisis discriminante lineal. El andlisis discriminante lineal puede utilizarse para
resolver problemas de clasificacién, como el filtrado de spam y la clasificacién de
enfermedades del paciente.

0 Regresién logistica. La regresion logistica se puede usar para resolver problemas de

2
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clasificacion binaria, como determinar si un paciente tiene cierta forma de cancer o no.

0 Redes neuronales artificiales. Las redes neuronales artificiales se pueden usar para
aplicaciones tales como autos de conduccion automatica, sistemas de recomendacion,
mercadeo en linea, lectura de imagenes médicas, habla y reconocimiento facial.

0 Maquinas de vectores de soporte (SVM). Las aplicaciones de los SVM incluyen la

clasificacion de proteinas y la clasificacion de imagenes.

Lo que mi libro ofrece:

En este libro, cubro temas principales como:

e Regresion Lineal

e Analisis Discriminante Lineal
o Regresion Logistica

o Redes neuronales artificiales

e Maquinas de vectores de soporte

Explico cada definicion y completo cada ejemplo paso a paso para que entienda cada tema con
claridad. A lo largo del libro, hay ejercicios para que practiques. Se proporcionan soluciones detalladas
después de cada conjunto de ejercicios.

Espero que te beneficies del libro.

Atentamente,
Richard



2 — REGRESION LINEAL

REGRESION LINEAL
Supongamos que tenemos un conjunto de datos (xq,v;), ..., (xy, yy). Esto se llama los datos de

entrenamiento.
Xi1
Cada x; es un vector wa‘ de medidas, donde x;; es una instancia del primer variable de entrada X,
Xip

X;> €S una instancia del segundo variable de entrada X, etc. X, ..., X, se conocen como caracteristicas
or predictores.

Y1, -, ¥n SON instancias del variable de salida Y, que se conoce como la respuesta.

En regresion lineal, suponemos que la respuesta depende de las variables de entrada de forma lineal:
y = f(X) + &, donde f(X) = By + f1 X1 + - + B, Xp.

Aqui, & se conoce como el termino de error y f3, ..., 5, S€ cOnoce cOmo parametros.

No sabemos los valores de S, ..., B,. Pero podemos usar los datos de entrenamiento para aproximar
los valores de fy, ..., Bp. L0 que haremos es mirar la cantidad por la cual el valor predicho f(x;) se
difiere de la cantidad actual y; para cada par (x,y,), ..., (xy,yy) de los datos de entrenamiento. Asi
que tenenmos y; — f(x;) como la diferencia. Luego cuadramos esto y tomamos la suma para i =
1,..,N:

ZN:(%‘ - f(xi))z

o
&

By

Queremos que la suma de cuadrados residual sea los mas pequefia possible. Esencialmente, esto

Esto se llama la suma residual de cuadrados y se denota como RSS(B) donde 8 =

significa que queremos nuestro valor predicho f(x;) que sea los méas cercano al valor real y; posible, por
cada uno de los pares (x;,y;). Hacer esto nos dara una funcion lineal de las variables de entrada que
mejor se adapten a los datos de entrenamiento. En el caso de una sola variable de entrada, obtenemos la
mejor linea de ajuste. En el caso de dos variables de entrada, obtenemos el mejor plano de ajuste. Y asi

sucesivamente, para dimensiones mas altas.
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METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS
Minimizando RSS(B), podemos obtener estimaciones B,, B, B; para los parametros fy, ..., Bp.

Este metodo se llama el metodo de los minimos cuadrados.

1 x11 X2 - x1p] y
. _ 1 X1 Xp2 - prj . _ :1
Dejaque X = | ydejaquey =1 |[.
: YN
1 xy1 Xnz2 0 Xnp
1 X1 X2 0 X
3/.1 I71 x21 x22 ce xZZ—l gfl)
Entoncesy —Xg =] : | — l: ‘ .
YN )
1 xy1 xnz 0 Xnp Bp

y '.30+ﬁ1x11+"’+.3px1p]
[ :1] | Bo + Bix21 + o+ BpXap

[Bo + B1xn1 + -+ BpXnp

- o
e
= fO)

) YN — f (XN)]

Asi que (y — XB)(y — XB) = SIL1(yi — f(x)))” = RSS(B)
= RSS(B) = —XB)"(y—XB).
Considera el vector de derivadas parciales de RSS(f):

-ORSS ()"

9By
ORSS(B)

9P
ORSS(B)
3B,

RSS(B) = (3’1 — (Bo + Brxys + - + ﬁpxm))z + -t (}’N — (Bo + Brxys + - + ﬁprp))z

Tomemos la derivada parcial con respecto a S3,.



RICHARD HAN

ORSS(B) _

35, 2 (J’1 - (.30 + B1x11 + o+ :Bpxlp)) =D+ + 208 — (.30 + Bixyg + 0+ .Bprp)) (=1

=-2-[1 - 1l(y—-XB)

Después, toma la derivada parcial con respecto a f3;.

ORSS
aﬁfﬁ) =2 (3’1 — (Bo + Bixyy + -+ ﬁpxw)) (=xg) + 4+ 20w = (Bo + Brxna + -+ Bpxwp)) - (—xn1)
= —=2[X11 = Xn1]- (y —XPB)
En general, OR;‘;,EB) = —=2[X1k - Xnk]-(y—XB)
Asi que,
TORSS (B)7
3B
— _|-2[*11 " Xni](y —XB)
a.ﬁl - E
orssgpy| A T Ml —XB)
9B,
1 . 1
— 9 X11 XN1 (y — XB)
Xip Xy
= —2XT(y — XP)
92%RSS(B)

———— obtenemos
oproB;’

Si tomamos la segunda derivada de RSS(f), que es
d
a_[;’j(z (J’1 - (.30 + B1x41 + -+ ﬂpxlp)) (=xqp) + o+ 2 (}’N - (.30 + Prxyg + o0+ Bprp)) “(=xnk))

= 2x1jx1k + -+ ZxijNk

= 2(xqj X1 + 0+ Xy jXwge)

X10 X11 X120 X1p

X20 X21 X2 v Xpp
Tenga en cuentaque X = | .

XNo XnN1 Xn2 0 Xnp
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x10 xZO xNO xlO xll cee xlp
X11 X1 vt Xnp||X20 X217t Xzp
= XTx=1. .
Xip X2p " XnpllXno Xn1 0 Xnp
= (ajx) donde aji, = xqjx1 + -+ + Xy Xnk
9%RSS
So (ﬁ)=2ajk
0PBrIB;

= La matriz de segundas derivadas de RSS() es 2XTX. Esta matriz se llama la matriz hessiana. Por
la segunda prueba derivada, si la matriz hessiana de RSS () en un punto critico es positivo

definitivamente, entonces RSS(f) tiene un minimo local alli.

Si configuramos nuestro vector de derivados a 0, obtenemos
—2XT(y—-XB)=0

= —2XTy +2X"XB =0
= 2XTXB =2XTy
= XTxXp =XTy
= L =XTX)"1xTy.
Bo
Asi, resolvimos para el vector de parametros '6:1 que minimiza la suma residual de cuadrados RSS ().
i

2
By
SOLUCION USANDO ALGEBRA LINEAL PARA MINIMOS CUADRADOS

Podemos llegar a la misma solucion para el problema de minimos cuadrados utilizando algebra lineal.

Entonces dejamos que [ = (XTX)"1xTy,

1 x40 x5 - x1p] y
1 x x X 1
Deja que X = 2L ez 2P y deja que y = como antes, de nuestro datos de
: YN
1 xy1 xy2 0 Xpp

entrenamiento. Queremos un vector 8 donde XS es cercano a y. En otras palabras, queremos un vector
B tal que la distancia || X8 — y|| entre X8 y entre y esta minimizado. Un vector f que minimiza
||XB — y|| se llama una solucién de minimos cuadrados de X = y.

X es una matriz con dimensiones N por (p + 1). Queremos un 3 en RP*! tal que X3 es el mas
cercano a y. Nota que X es una combinacion lineal de las columnas de X. Entonces X§ se encuentra

en el lapso de las columnas de X, que es un subespacio de R denotado como Col X. Entonces
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queremos el vector en Col X que es mas cercano ay. La proyeccion de y en el subespacio Col X es esl

vector.

projcor x¥ = X[ por algin g € RP*1,

Consideray — Xf. Notaquey = Xg + (y — Xp).

RY se puede dividir en dos subespacios Col X y (Col X)*, donde (Col X)* es el subespacio de RY que
consiste en todos los vectores que son ortogonales a los vectores en Col X. Cualquier vector en RY
puede ser escrito Gnicamente como z + w donde z € Col X y w € (Col X)*.

Yaquey € RY,yy = X8 + (y — Xp), con Xf € Col X, el segundo vector y — X debe estar en

(Col X)*.

= y — X es ortogonal a las columnas de X.

X"(y—-xp)=0

XTy —XTXB = 0.

XTXB =XTy.

A

Asi, resulta que el conjunto de soluciones de minimos cuadrados de X8 = y Consiste en todas y solo las

soluciones a la ecuacion matricial XTXpg = XTy.

Si XT X es positive por seguro, entonces los valores propios de X7 X son todos positivos. Asi, 0 no es un
valor propio de X”X. Resulta que XTX es invertible. Entonces, podemos resolver la ecuacion X7 X8 =

X"y por f para obtener § = (XTX)~1xTy, que es el mismo resultado que obtuvimos antes usando el

calculo multivariable.
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EJEMPLO: REGRESION LINEAL
Supongamos que tenemos los siguientes datos de entrenamiento:

(x1,¥1) = (1, 1), (x2,¥72) = (2,4), (x3,¥3) = (3,4).

Encuentra la mejor linea de ajuste usando el método de minimos cuadrados Encuentra el valor
predicho para x = 4.

Solucion:
1 1 1
Forma X = |1 Zlyformayz 4].
1 3 4
Los coeficientes S,, B, para la mejor linea de ajuste f(x) = S, + B, x son dados por g"] =
1
XTX)"1XTy.
r_[1 1 1
X _[1 2 3
1 1
vy _[1 1 1 _[3 6
= Xx=[; , 3][1 2]_[6 1)
1 3
7/3 -1
Tyy—-1 —
= X _[—1 1/2

1
e Ly

B [3(/)2]

= Po=0Yyp =3/2

Asi, la mejor linea de ajuste esta dada por f(x) = (S) X.

El valor predicho parax = 4 es f(4) = (3) ‘4 =6.

2



RESUMEN: REGRESION LINEAL

e En el método de minimos cuadrados, buscamos una funcion lineal de las variables de entrada que
mejor se adapte a los datos de entrenamiento dados. Hacemos esto minimizando la suma residual
de cuadrados.

e Para minimizar la suma de cuadrados residual, aplicamos la segunda prueba derivada del célculo
multivariable.

e Podemos llegar a la misma solucion para el problema de los minimos cuadrados utilizando
algebra lineal.

10
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EJERCICIOS: REGRESION LINEAL
1. Supongamos que tenemos los siguientes datos de entrenamiento:

(x1, 1) =(0,2), (x2,y2) = (1, 1),
(x3,¥3) = (2,4), (x4, ¥2) = (3,4).

Encuentra la mejor linea de ajuste usando el método de minimos cuadrados. Encuentra el valor
predicho para x = 4.

2. Supongamos gue tenemos los siguientes datos de entrenamiento:

(x1,¥1), (x2,¥2), (x3,y3) donde

N HES HES AR

y1=Ly,=0,y3=0,y, = 2.

Encuentra el plano de mejor ajuste usando el método de minimos cuadrados. Encuentra el valor

predicho para x = [g]

11
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SOLUCION: REGRESION LINEAL

10 2

|11 11

1. FormaX = 1 2 yformay = nt
1 3 4

Los coeficientes S,, 5, para la mejor linea de ajuste f(x) = B, + B1x son dados por [g"] =
1
XTX) 1xTy.

1 0
r_[1 111 ry [ 1 1 17|11 1|_4 6
X[0123] :>XX[0123]12[614

1 3
7z _3
10 s

7 3 2

Tvn-1vT.. _ | 10 101 1 1 17|1

= XX XTy=| 12 [ 3]4
4

14

= Po=7 Y B==

9
10 10’
Asi, la mejor linea de ajuste esta dada por

14 9
fO) = Lo+ o

10 ' 10
El valor predicho parax = 4 es f(4) = % + % .4 =5,

0
2. Forma X =

[EENNN
or o

2 y formay =

1 1
Los coeficientes Sy, 51, B2 para la mejor linea de ajustef (x4, x,) = By + f1x1 + Box, son dados

Bo
por [51
B2

[EnN
N OO -

= (XTX)"1XTy.

XT=[o0 1 0 1 = XTX =

0 011

1111]

(SR G
[ N = )

8 4 2 2
1= 2 21
1

2 1 2
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3 1 1
|2 —2 2
= @07 =|-2 1 0
2
3 1 1
|2 -2 2
= (XTX)"XTy = —% 1 0 [
2
[ 3 1 1
4 4 4
|- 1 _1
- 2 2 2
_r 1 1
2 2
-1
1
— |
T2
1
-2
1 1 1
= .30—; ’,31—5’52—5

Asi, el mejor plano de ajuste esta dado por
1 1 1
f(x,x2) = s toxatox

El valor predicho para x = [g] esf(2,2) = Zi.
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3 — ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL

CLASIFICACION

En el problema de la regresion, teniamos un conjunto de datos (x;,y;), ..., (Xy,Yn) Y Queriamos
predecir los valores para la variable de respuesta Y para los nuevos datos. Los valores que toma Y
fueron valores numericos y cuantitativos. En ciertos problemas, los valores para la variable de respuesta
Y que queremos predecir no son cuantitativos sino cualitativos. Asi que los valores para Y tomara los
valores de un conjunto finito de clases o categorias. Problemas de este tipo se conocen como problemas
de clasificacion. Algunos ejemplos de un problema de clasificacion son clasificar un correo electrénico
como spam o no spam Yy clasificar la enfermedad de un paciente como uno de entre un numero finito de

enfermedades.

ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL (LDA)
Un método para resolver un problema de clasificacion se llama analisis discriminante lineal.

Lo que haremos es estimar Pr(Y = k|X = x), la probabilidad que Y es la clase k dado que la variable
de entrada Xesx. Una vez que tenemos todas estas probabilidades para un x fijo, escojemos la clase k

para lo cual la probabilidad Pr(Y = k|X = x) es méas grande. Entonces clasificamos x como la clase k.

LAS FUNCIONES DE PROBABILIDAD POSTERIOR
En esta seccion, construiremos una formula para la probabilidad posterior Pr(Y = k|X = x).
Deja que ,, = Pr(Y = k), la probabilidad previa de que Y = k.
Deja que fi(x) = Pr(X = x|Y = k), la probabilidad que X = x, dado que Y = k.

Por la regla Bayes,
Pr(X =x|Y =k)-Pr(Y = k)

Pr(Y = k|X =x) = YK Pr(X = x|Y = ) Pr(Y = I

Aqui suponemos que k puede asumir los valores 1, ..., K.

fe(x) - 1

N IGR

_ Tk’ fre(x)
Z{(=1 T f1(x)

Podemos pensar en Pr(Y = k|X = x) como una funcion de x y denotarlo como py, (x).

g f i (x)

SK 1) Recuerda que p,(x) es la probabilidad posterior de que Y = k dado
=1

Entonces py(x) =

14
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que X = x.

MODELANDO LAS FUNCIONES DE PROBABILIDAD POSTERIOR

Recuerda que queriamos estimar Pr(Y = k|X = x) por cualquier x. Es decir, queremos una
estimacion para py(x). Si podemos obtener estimaciones para my, f;(x),m; y para f;(x) por cada
[ =1,..., K, entonces tendriamos un estimado para py (x).

Digamos que X = (Xy, X5, ..., Xp,) donde Xj, ..., X,, son las variables de entrada. Asi que los valores
de X seran vectores de p elementos.

Supondremos que la distribucion condicional de X dado por Y =k es la distribucién gaussiana
multivariable N (uy, Z), donde u; es un vector medio especifico de clase y X es la covarianza de X.

El vector medio especifico de clase u; estd dada por el vector de los medios especificos de la clase
U

, donde y,; es el medio especifico de la clase X;.

ﬂkp

Entonces uy; = X

Xi1
i-yi=k XijPr(X; = x;;). Recuerda que x; = [ : ] (Para todos x; por cual y; =k,

xip
estamos tomando el medio de su jth componentes.)

%, la matriz de covarianza de X, esta dada por la matriz de covarianzas de X; y de X;.

Asi X = (aij), donde aj;; = COU(XL',X}') o E[(Xl - ‘Lle)(X] - ‘LlX].)].

La densidad gaussiana multivariable est& dada por
1

1 Ty—1
— —S(x—-p) 7 (x—-p)
f(x) - P le 2 Sl e
(2m)2|Z|2
para la distribucion gaussiana multivariable distribution N (i, X).
Dado que estamos asumiendo que la distribucion condicional de X dado que Y = k es la distribucion

gaussiana multivariable N (u, X), tenemos que

PriX=x|Y =k) = ;le—%(X—#k)TZ‘_l(x—uk)
p .
(2n)2|2)2
Recuerda que fi,(x) = Pr(X = x|Y = k).
ASi o (x) = —2— e 2T ET o),
(2m)z|z)2
Recuerda que = el
e el = T o

15
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Conectando lo que tenemos para f;, (x), tenemos que

1 _
o 2= ET =)

1
K ) —5(e—p)TE=1(x—p)
211 T p 1€ 2

(2m)z|X|2

1 -
1, - e 2RI )

1 T - )
—=(x— > 1(x—
{":1 m e 5(x—p) (e—p1)

14 1
Tenga en cuenta que el denominador es (2m)z| 2|z XX, 7, f,(x) y que

Zf:l mfi(x) = Zf(zl fi(xX)m,
K
- Z Pr(X = x|Y = D) Pr(Y = I
=1

= Pr(X = x).

D 1
Asi que el denominador es justo (2m)z|2|z Pr(X = x).

1 T —
e 2HE) ET k)

Entonces, py (x) = T
(2m)2|£|Z Pr(X=x)

16



FUNCIONES LINEALES DISCRIMINANTES

Recordemos que queremos elegir la clase k para lo cual la probabilidad posterior p,(x) es mas

grande. Dado que la funcién de logaritmo conserva la orden, maximizando p,(x) es igual a

maximizando log p (x).

1 T —
e "2HE) E k)

Tomando log py (x) nos da log

(2n)7|2|% Pr(X=x)
1 Ty-—1 L l
= logm, + (—5) (r = 1)"E0x - ) — log (@mEIsfzPr(X = x))
1 Ty—1 p 1
=logm+ (=3) (= w)"E 7 (x = ) —logC  donde € = (2m)2|Z2P r(X = x).
1
= logm, — E(XTE_I — U2 (x — ) —logC
1
= logm, — > [xT2 " 1x — xT2 Yy — ul2=2x + ulx "y, ] —logC

= logmy — % [xT2 7t — 2xT 27ty + uk ¥ 1y, ] — log C,
porque xTX "1y, = pulx 1x
Demonstracion: x7X 1, = u, EHTx
= w ) x
= uF=~1x porque X es simétrico.

1 1
= logmy — ExTZ_lx +xT2 1y, — E,u,ZZ_luk —logC

1 1
=xTx 1y, — E,u%Z‘l,uk + logm;, — ExTE‘lx —logC

De]a que (Sk(x) = xTE_llle - %,U.%Z_llu.k + lOg Ty .
Entonces log py (x) = 6, (x) — %xTZ‘lx —log C.

&5 (x) se conoce como la funcion lineal discriminante. Maximizando log p,(x) es igual a

maximizando &, (x) porque — %xTZ‘lx — log C no depende en k.

ESTIMACION DE LAS FUNCIONES DISCRIMINANTES LINEALES

Ahora, si podemos encontrar estimaciones para my, 4y, ¥ Z, entonces tendriamos un estimado para
pr(x) y por lo tanto para log py (x) y para &, (x).

En un intento par maximizar p,(x), en su lugar maximizamos la estimacion de p;(x), que es lo

17
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mismo que maximizar la estimacion de 5, (x).
. _ _N . .
1, puede ser estimando como T, = Wk donde N, es el nimero de datos de entrenamiento en la clase

k y N es el numero total de datos de entrenamiento.
Recuerda que m, = Pr(Y = k). Estamos estimando esto simplemente tomando la proporcién de

puntos de datos en la clase k.

Hk1
El vector medio especifico de la case y, = | * |, donde p; = X;. =k Xij Pr(Xj = xij).
.ukp
d i :
Podemos estimar u,; como N_kZi:yl:k Xij-
1
N_kZi:yizk Xi1 . Zi:yl:k X1
Asi podemos estimar p;, como fi; = : = :
1 k
N_kZiink Xip Zi:yizk Xip

2
Nic iy=k [Xip

1
= 2

Lyi=k

. - 1 . . .
En otros sentidos, [, = N—Zi:yFk x;. Estimamos el vector medio especifico de la case por el vector
k

de promedios de cada componente sobre todo los x; el la clase k.

1

Finalmente, la matriz de covarianza X se estimada como £ = T ’,f=12i:yi=k(xi — ) (e — m)T.

Recuerda que 8, (x) = xTX 1y, — %u,tz-luk + log my,.
Asi, 5, (x) = xTS7 [z —;(ﬁ;)Tﬁ*ﬁ,} + log Ty.

Nota que £, [z, y T solo dependen de los datos de entrenamiento y no de x. Nota que x es un vector

y nota que xTS~1f; es una combinacion lineal de los componentes dex. Asi que, §,(x) es una

combinacidn lineal de los componentes de x. Por eso se llama la funcién discriminante lineal.

CLASIFICACION DE DATOS USANDO FUNCIONES DISCRIMINANTES

Si (ky, k,) es un par de clases, podemos considerar si 8, (x) > &, (x). Si es asi, sabemos x no esta
en la clase de k,. Después, podemos comparer si &, (x) > &y, (x) y descartar otra clase. Una vez que

hayamos buscado todas las clases, sabremos qué clase x debe estar.

18
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Ajustando &y (x) = &, (x), nos da
T$-17~ _ (=S 2 loams = xT5 1 — (Y 510 + log
X L7 A, _E(.ukl) XTI, tlog e, = x" 27 iy, _E(“kz) 277 iy, + log Ty,
Esto nos da un hiperplano en RP que separa la clase k;de la clase k.

Si encontramos el hiperplano de separacion para cada par de clases, obtenemos algo como esto:

e
S S
0 L X
0 [
X, o
0 0
p °0

En este ejemplo, p = 2 and K = 3.

LDA EJEMPLO 1
Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x,y;), ..., (xg, ¥¢) COMO Sigue:
xp=(1,3),%, = (2,3),x3 = (2,4), x4 = 3, 1), x5 = (3,2), %6 = (4,2),
cony; =y, =yz3=k; =1ycony, =ys =y =k, = 2.
Aplica el analisis discriminante lineal haciendo lo siguiente:
a) Encuentra estimaciones para las funciones discriminantes lineales ; (x) y 8, (x).
b) Encuentra la linea que decide entre las dos clases.

c) Classifica el nuevo dato x = (5, 0).

Solucion:

Aqui hay una grafica de los puntos de datos:

19
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et
.
3T ©
v T o 0O
4 e
— X

El nimero de caracteristicas de p es 2, el nimero de clases de K es 2, el nimero total de puntos de
datos N es 6, el nimero N, de los datos de la clase k; es 3, y el namero N, de los datos de la clase k, es
3.

Primero, encontraremos estimaciones para m, y m,, las probabilidades previas de que Y =k, y de
que Y = k,, respectivamente.

Después, encontraremos estimaciones para u, y para u,, los vectores medios especificos de la clase.

Luego podemaos calcular la estimacion de la matriz de covarianza X.

Finalmente, utilizando las estimaciones 7y, 7T, [iy, i3, £, podemos encontrar las estimaciones para las

funciones discriminantes lineales &; (x) y &, (x).

A_N1_3_1

M=NT672

N, 3 1

TN T6 2

A—in—l[x +x +x]—-5/3-
.U1—N1i.y.=1 i = 3% 2 3l = 10/3,
A—in—l[x + x +x]—_10/3_
#Z_Nzl-.y:z i = 3% 5 6 —_5/3_

K

. 1 L T
L= mz (e — m) (i — i)

k=1 i:y;=k

20
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2
1
= mz (o — ) (e — )™

k=1iy;=k
Utilizando lo que agarramos para ii; Y [, tenemos

i_1[4/3 2/3]_[1/3 1/6
“412/3 4731 7 11/6 1/3

= it= [—42 _42]

- I S -
51 (x) =x"27 g — E(lh)TZ i + log 7y

=x [100] _%(¥> + log%

—10%, - 22 4 log
= Az T T I085

— P SRS -
8,(x) = x"27 i — E(Hz)TZ 'z + log ;.

) H) v

= 10X 50+1 !
- 1 3 ng

Poniendo &, (x) = 8,(x)
1

= 10X, — 2+ log5 = 10X, — 22+ log -

= 10X2 = 10X1

Entonces, la linea que decide entre las dos clases esta dada por X, = X;.

Aqui hay un gréafico de la linea decisiva:
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0 /
T /
- 0O O 7
/
4 J n a
7 n

+ 7
J(/

¢ ¢ . ' + ')(,l

Si 6,(x) > 6,(x), entonces clasificamos x como una clase de k,. Asi que si x esta arriba de la linea
X, = X, clasificamos x como una clase de k,. A lainversa, si §;(x) < 8,(x), clasificamos x como una

clase de k,. Esto corresponde a que x esté debajo de la linea X, = X;.

El punto (5, 0) esta debajo de la linea, entonces lo clasificamos como clase de k.

LDA EJEMPLO 2
Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x4, y;), ..., (xg, ¥¢) COMO Sigue:
x1 =1(0,2),x, = (1,2),x3 = (2,0), x4 = (2,1), x5 = (3,3),x6 = (4, 4),
cony, =y, =ky =1,y3 =y, =ky=2,yc0Nys =y = k3 = 3.
Aplica el andlisis discriminante lineal haciendo lo siguiente:
a) Encontrar estimaciones para las funciones discriminantes lineales &, (x), §,(x), y 65 (x).
b) Encuentra las lineas que deciden entre cada par de clases.

c) Clasifica un nuevo punto x = (1, 3).

Solucion:

Aqui hay una grafica de los puntos de datos:
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51-
A
"‘--.
4 D
1.?'0
t T D
— ) } \('
( 2 1 + 1y

El nimero de caracteristicas p es 2, el nimero de clases K es 3, el nimero total de puntos de datos N
es 6, el numero N; de datos en la clase k; es 2, el nimero N, de datos en la clase k, es 2, y el nUmero
N5 de datos en la clase k5 es 2.

Primero, encontraremos estimaciones para m,,m,, 3, las probabilidades previas de que Y = k;,
Y =k,, Y = ks, respectivamente.

Después, encontraremos estimaciones para iy, U,, U3, 10s vectores medios especificos de la clase.

Luego podemaos calcular la estimacion de la matriz de covarianza X.

P e T

las funciones discriminantes lineales &; (x), 5, (x), y para §5(x).

N, 2 1
M= NT673
N, 2 1
TN 763
N 2 1
=N "6 3

1 =—
Nl iyi=1 2
. 1 _ 1 2
MZ__Z Xi—E[X3+X4]—[1/2]
iy;=2
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1~ N .
Z=mkz _(xi—ﬂk)(xi—ﬂk)

~sle 1=l s

- I S -
51 (x) =x"27 g — E(lh)TZ i + log 7y

SGRGI

1

2

_ N S .
8, (0) = 2137 — 5 ()" 27 iy + log .

[2] ( )Hc’g;

13

— N -
§3(x) = x"E7 i - E(.U3)T2 iz + log 3.

= [7] - (3)) +1ogs

= 7X1 + 7X2

+log o
7 T083

Poniendo &, (x) = 8,(x)

= —2X, +7X, — = +log = 7X; — 2X, —— + log

. —2X1 + 7X2 = 7X1 - 2X2

. 9X2 = 9X1

24
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— X2 = Xl'
Entonces, la linea que decide entre las clases k, y k, esta dada por X, = X;.

Poniendo &, (x) = &5(x)

= —2X, +7X, — = +log = 7Xy + X, — 2+ log
= 18 = 9X,
= X1=2

Entonces, la linea que decide entre las clases k; y k5 esta dada por X; = 2.

Poniendo &, (x) = 85(x)

= TX, = 2X, ==+ log; = TX, +7X, — =+ log ;
= 18 = 9X,
== X2=2

Entonces, la linea que decide entre las clases k, y k5 esta dada por X, = 2.

Aqui hay una grafica de las lineas decisivas:

P I A
YT I
4 | A4 22
3 I
v
/
y; Ir
N 0
/
p———— X
{ | 1 3 : | 5 l

Las lineas dividen el plano en 3 regiones.

5,(x) > 8,(x) corresponde a la region arriba de la linea X, = X;. Al contrario, &;(x) < &,(x)
corresponde a la region debajo de la linea X, = X;.

5:(x) > 85(x) corresponde a la region izquierda de la linea X; = 2. Al contrario, &;(x) < 85(x)
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corresponde a la region derecha de la linea X; = 2.

5,(x) > 85(x) corresponde a la region debajo de la linea X, = 2. Al contrario, &,(x) < 85(x)
corresponde a la region arriba de la linea X, = 2.

Si 6,(x) > 6,(x) y 6;(x) > 65(x), podemos clasificar x como una clase de k. Asf que si x est4 en
la region I, podemos clasificar x como una clase de k,. Al contrario, si x esta el la region Il, Podemos
clasificar x como una clase de k, y si x esta en la region 111, podemos clasificar x como una clase de k5.

El punto (1, 3) esta en la region I, entonces se clasifica como clase de k;.
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RESUMEN: ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL

En andlisis discriminante lineal, encontramos estimaciones p, (x) para la probabilidad posterior
pr(x) que Y = k dado que X = x. Nosotros clasificamos x segun la clase k que da la mayor
probabilidad posterior estimada py(x).

Maximizando la probabilidad posterior estimada p;(x) es equivalente a maximizar el logartimo
de pr(x), cual, a su vez, es equivalente a maximizar la funcion discriminante lineal estimada

5k(X)
Encontramos estimaciones de la probabilidad previa m;, que Y = k, de los vectores medios
especificos de la clase ui, y de la matriz de covarianza X para estimar las funciones

discriminantes lineales &, (x).

Configurando &, (x) = &, (x) para cada par (k, k') de clases, tenemos hiperplanos en RP que,
juntos, divide RP en regiones correspondientes a las distintas clases.

Clasificamos x segun la clase k por cual &, (x) es més grande.
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EJERCICIOS: ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL
1. Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x;, ¥1), ..., (Xg, V) COMO Sigue:

x1=(1,2),x, =(2,1),x3 =(2,2),x4, = (3,3),x5 = (3,4), x5 = (4,3) con
W=y, =y3=ki=1lycony,=ys =y =k, =2

Aplica el andlisis discriminante lineal haciendo lo siguiente:

a) Encuentra estimaciones para las funciones discriminantes lineales §; (x) y 8, (x).
b) Encuentra la linea que decide entre las dos clases.

c) Clasifica un nuevo punto x = (4,5).

2. Supongamos que tenemos un conjunto de datos (x;,y;), ..., (xg, ¥¢) COMO Sigue:
x1 =(0,0),x, = (1,1),x3 = (2,3), x4, = (2,4), x5 = (3,2), x5 = (4,2) con
Vi=Y:=ki=1ly3=y, =k, =2yconys =y =kz =3.

Aplica el andlisis discriminante lineal haciendo lo siguiente:

a) Encuentra estimaciones para las funciones discriminantes lineales §; (x), 8,(x) y &5(x).

b) Encuentra las lineas que deciden entre cada par de clases.

c) Clasifica un nuevo punto x = (3, 0).
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SOLUCIONES: ANALISIS DISCRIMINANTE LINEAL
1. Aqui hay una gréfica de los puntos de datos:

)

5
z|F=|=

S

Xy

<

El nimero de caracteristicas p es 2, el nimero de clases K es 2, el nimero total de puntos de
datos N es 6, el nimero N; de datos en la clase k, es 3, y el nimero N, de datos en la clase k, es
3.

Primero, encontraremos estimaciones para ; y 7, las probabilidades previasde que Y = k; y
Y = k,, respectivamente.

Después, encontraremos estimaciones para i, Y U,, los vectores medios especificos de la clase.
Luego podemos calcular la estimacion de la matriz de covarianza X.

Finalmente, utilizando las estimaciones 73, 7@, [iy, [i;, £, podemos encontrar las estimaciones

para las funciones discriminantes lineales &; (x) y 8, (x).

N WO W

N =N -~

Z| -
=
Il
W =
5
(=Y
+
=
[\
+
x
ol
Il
Wl u1tw| U
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10
1 1 ey
Hz = Nz Z xi=§[x4+x5+x6]= 130
Ly;=2 .
f = N — KZ Z (xl .uk)(xl .uk)T
=11iy;=k
[12/9 —6/9] [1/3 ~1/6
~6-2|—-6/9 12/9 1/6 1/3
a1 _ 4
= ) = [2

~ N S PP e
61 (x) =x"27 g — E.U1TZ iy + log Ty

- [1]-32) 1

= 10X, + 10X, —? +log

_ ) 1,

5,(x) =x"E7 5 - Eﬁsz—lﬁ; +log 7T;
_ .1[207] 1400 1
=X 20] 2( ) tlo g
= 20X, + 20X, — =~ + log

Poniendo &, (x) = Ez(x)
200

29— 10x, + 10X2

50 = 10X, + 10X,
5 :X1 +X2
_Xl + 5 :XZ

Luy

Entonces, la linea que decide entre las dos clases est4 dada por X, = —X; + 5.

Aqui hay un gréfico de la linea de decision::
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Xt:-x|+5

Si 6,(x) > 5, (x), entonces clasificamos x como una clase de k; .

Asi que si x esta debajo de la linea X, = —X; + 5, clasificamos x como una clase de k; .
Al contrario, si §; (x) < §,(x), clasificamos x como una clase de k,. Esto corresponde a x
estando arriba de la linea X, = —X; + 5.

El punto (4, 5) esta arriba de la linea, entonces lo clasificamos como una clase de k.
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2. Aqui hay una grafica de los puntos de datos:

X,

b X

El nimero de caracteristicas p es 2, el nimero de clases K es 3, el nimero total de puntos de
datos N es 6, el nimero N, de datos en la clase k, es 2, el nimero N, de datos en la clase k, es
2,y el nUmero N5 de datos en la clase k5 es 2.

Primero, encontraremos estimaciones para m,, 1, 3, las probabilidades previas de que Y = k,,
Y =k,, Y = ks, respectivamente.

Después, encontraremos estimaciones para i, i,, Uz, 0s vectores medios especificos de la
clase.

Luego podemos calcular la estimacion de la matriz de covarianza X'

Finalmente, utilizando las estimaciones 7, 75, T3, [iy, i3, i3, 2, podemos encontrar las

estimaciones para las funciones discriminantes lineales 8, (x), 6,(x), y 85(x).

S 3
N [
Il Il
Il Il
oINO NN
Il Il
Wl R Wk W]

3 )
Il
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1 1
=t S =t e[

1=
N1 iyi=1
__1 1 2
|2%) :N_ZZ Xi :E[x3 +x4-] = [7/2]
1:y;=2
1 1 7/2
M3_N_3.Z xi—E[X5+x6] —[ 9 ]
1:yi=3
K
. 1 _ T
2= mz z (o — ) (g — i)
k=11i:y;=k
—L[ 1 1/2]_[1/3 1/6]
" 6-3 1/2 1] 1/6 1/3

= =[5, 7]

- N 1 .

8.(x) = xTE7M i — S £ + log Ty
_.r[1]_1 1
=x [1] 2(1)+log3
=X1+X2_%+10g§

— N S P e
8, (x) = x"E7 i - E#ZTZ iz +logm;

_,r[1]_1 1
=X [10] 2(37)+1og3
= X, + 10X, — >+ log

— . 1 .
83(x) = xT57 iz — i3 57 i3 + log 73
10 1 1
= xT [ 1 ] —>@B7) +log3
37 1
Poniendo &; (x) = 8,(x)
= X;+X —%+log§=X1+10X2 —32—7+10g§

— 18 = 9%,
= 2=X2

Asi, la linea que decide entre clases k; y k, es dado por X, = 2.
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Poniendo &, (x) = 85(x)

= Xy +X, —+log: = 10X, + X, — = +log;
= 18 =9X,

= 2=X

Asi, la linea que decide entre clases k; Y k5 es dado por X; = 2.

Poniendo &, (x) = 85 (x)

37 1 37 1
- 9X2 s 9X1
= Xz S X1

Asi, la linea que decide entre clases k-, Yy k5 es dado por X, = X;.

Aqui hay una gréafica de las lineas de decision:

X,

I
4 = //
| B Jf
4
PO PNy N
|
| . JIin
g——— X,
|
|

Las lineas dividen el plano en 3 regiones.
Si x esté en la region I, podemos clasificar x como una clase de k;. Del mismo modo, puntos en la

region Il estaran clasificados como parte de la clase k,, y puntos en la region Il estaran clasificados
como parte de la clase k5.
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El punto (3, 0) esta en la region I11, entonces lo clasificamos como una clase de k5.
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